Matematici speciale. Probleme

Capitolul 1

ECUATII DIFERENTIALE

1. Sa de integreze ecuatia diferentialad de ordinul intai liniara

1
y—ytgx=——,¥0)=0
COS X

: : y < , d
Solutie: Ecuatia omogena atagata este: y-y fgx =0 sau LA tgx dx
y

cu solutia Iny=-Incosx+InC sauy = Pentru rezolvarea ecuatiei

COS X

yo S0

cosx’

neomogene considerdam pe y sub forma avem

, _C'(x)cosx+C(x)sin x
Y cos’ x '

Inlocuind n ecuatie obtinem:

C'(x)cos x+ C(x)sinx  C(x) fox = 1

cos’ x COS X COS X
De unde: C'(x)=1 si C(x)=x+C . Solutia generala a ecuatiei date

va fi:

_x+C

cosx
Solutia problemei Cauchy y(0)=0 este C=0. Deci solutia

particulara a ecuatiei diferentiale y = :
cosx

2. Sa se integreze ecuatia diferentiald omogena:

, Xty

y'= , Y(1)=0
Xy

Solutie:

Folosind substitutia ¥ = Xf, y'=17+ xt" obtinem succesiv:

, 1,1 t?
xt'+t=t+-,xt'=—, tdt= ,3:1n|x|+C
t

dx
t X
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de unde % =In|x + C. Punand conditia initiald y(/) = 0 obtinem C = 0 si
X

solutia particulara ceruti este y* = 2x” Inlxl.

3. Sa se integreze ecuatia diferentiala omogena generalizata:

(3x-7y-3)y" + 7x-3y-7T = 0.

3 =7 : 3x-Ty-3=0
Solutie: Observam ca o0 = =40#0.Sistemul {7 "7 are
7 -3 7x-3y-7=0
. o . .ody dv . .
solutia x=1, y=0. Substitutia x = /+u, y = v implica S si ecuatia
X u

data devine (3u —7v) v '+ 7u—3v = 0.
Facem substitutia v = uz(u), ceea ce conduce la solutia generala
(z=1P(z+1)Vu’ =C sau (y—x+1)(y+x+1) =C.
4. Sa se integreze ecuatia diferentiala a lui Bernoulli:
yesy=2m y(1)=1

l-a

Solutie: a=2 (y'+ P(x)y =Q(x)y"). Facem substitutia u =y ~'“ sau

u=y'. Obtinem u'=-2_ sau y=-2 Ecuatia dati devine:
y u
S| 1 . « 22 C .
- u—z —-—=-2x— sau u' + L-2x cu solutia generald u = = 4= Solutia
U xu u X 3 x

generald a ecuatiei este y =

5 . Din conditia initiala deducem C = %

3 X

3x

astfel ca solutia particulara cautata este y= T
X+

5. Sa se integreze ecuatia diferentiala a lui Riccati:

, . 2sin x 1
y +y251nx= > Yp = ,y(0)=-2 .
cos” x CoS X

1 .
+— conduce la ecuatia
COSX U

Solutie: Substitutia y= yP+l sau y=
u

liniara u'-2 tgx - u=sin x.
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. - . e g . C CoS x
Solutia generald a acestei ecuatii diferentiale este u =——- :
cos” x 3
. . 9 .. 1 3cos’ x .
Deci solutia generala a ecuatiei date este y= + Din

—.
cosx 3C—-cos x

conditia Cauchy y(0)=-2 rezultda C = 0 si deci solutia particulara cautata

este y=—

COoS x '

6. Sa se integreze ecuatia diferentiala de tip Clairaut:
y=xy'+y"”

Solutie: Notind y’= p ecuatia devine y = xp + p°. Derivand in

raport cu x si tinand seama de notatia facuta, obtinem p=p+ xfl—p +2 pd—p

X dx
sau Z—p(x+ 2p)=0. Solutia generald este y = Cx + C°, iar solutia singular
X
2 x’
este x=-2p, y = -p” sau y=-7
7. Sa se integreze ecuatiile diferentiale liniare de ordin superior
cu coeficienti constanti omogene:

a) y'=y=0, y(0) =2, y(0)=0
b) y¥ -5y"+4y=0

c) yV-6y"+11y'-6y =0

d) y¥ =3y"+3y'-y =0

e) y"'=y=0

Y'Y 44y =0

Solutie :

a) Ecuatia caracteristica #* —1=0 are radicinile reale si distincte r;=
-1, r;=1. Solutia generala este y = C;e™ +Cse".

Din conditiile initiale obtinem C;= C, =1 si deci solutia particulara
estey=¢e" + ¢

b) Ecuatia caracteristici * — 57 + 4= 0 are radicinile reale
distincte r;=-2, r,= -1, r;=1, r,=2. Solutia generald a ecuatiei diferentiale

est
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y= Cre?™ + Coe™ + Cie* + Cye™.
¢) Ecuatia caracteristicd r-61° +11r — 6 = 0 are radicinile reale
distincte r;=1, r,=2, r3=3. Solutia generala a ecuatiei diferentiale este
y = Cre" + Coe™ + Cie™,
d) Ecuatia caracteristici - 3r° +3r — I = 0 are radicinile reale
multiple: r;=r,=r;=1. Solutia generala a ecuatiei diferentiale este
y = (C;+ Cox + C3x°)e".
e) Ecuatia caracteristica r*-1=0 are radacinile ri=-1, r=1, rs= -,
ry=i. Solutia generala a ecuatiei diferentiale este
y = Cie™ + Cre" + Cycosx + Cssinx.
f) Ecuatia caracteristica ¥ + 4r = 0 are radicinile r;= 1= r;= 0,
ry=-2i, rs= 2i. Solutia generala a ecuatiei diferentiale este

y=C;+ Cox + ng2 +Cycos2x + Cssin2x.

8. Sa se integreze ecuatiile diferentiale liniare de ordin superior
cu coeficienti constanti neomogene:

a)y'-5y+6y =6x> —10x+2
b))y =y —yry=e'

Solutie: a) Ecuatia caracteristicd a ecuatiei omogene este 1~ -5r +
6=0 cu radacinile r;= 2, r,= 3. Solutia generala a ecuatiei omogene este

yp = Cre™ + Cre™.

Deoarece r=0 nu este radacind a ecuatiei caracteristice cautam
solutia particulard sub forma y, = Ax* +Bx + C. Inlocuind ¥, In ecuatia
neomogena obtinem:

2A - 10Ax - 5B + 6AX° + 6Bx + 6C = 6x°— 10x + 2 de unde rezulti
A=1, B=C=0si deci yp=x2. Solutia generala (y = y,+y,) este:

y=Cre" + Coe™ + x°
b) Ecuatia caracteristica r*-r"-r+1=0 are radicinile

si deci
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y, =Ce* +Cyxe* +e *(C, 0057x+ C, sin Tx).

Deoarece r=1 este radacina dubld a ecuatiei caracteristice solutia

particulard va avea forma y, = Ax’¢". Rezultd A:é siy, :éxzex iar

solutia generala a ecuatiei neomogene (y = y,+y,) este:

: V3 V3 ;

y=Ce" +C,xe" +e_5(C3 COSTX+C4 sinjx)+éx26 .

9. Sa se integreze ecuatia de tip Euler:

Xy =2xy'+2y=x

Solutie:  Folosim  substitutia x=e. Avem y=¢” ? si
t
L, d*y d . - . 2 .
y'=e( —2y o) Ecuatia data devine: d_2y 3, 2y=¢'. Ecuafia
dt dt dt dt

omogena atasatd acestei ecuatii are solutia generala y, =C,e' +C,e”, iar
. . - 1 . . - o .
solutia particulard y, =—fe’. Deci solutia generald a ecuatiei neomogene

este y=Ce' +C,e* —te' sau y=C,x+C,x* —xInlx|.

10. Sa se integreze ecuatia diferentiald prin metoda variatiei
constantelor
y'+y=1gx
Solutie: Ecuatia caracteristici a ecuatiei omogene este r”+=0 cu
radacinile r;= -i si r, = i. Solutia y,= C,cosx + C,sinx. Consideram
solutia sub forma y=C;(x)cosx + C,(x)sinx (variatia constantelor sau a lui
Lagrange). Constantele C;(x) si Cy(x) verifica sistemul:

C'(x)cosx+ C'y(x)sinx =0
-C'|(x)sin x + C',(x)cos x = tgx
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Solutia sistemului este: C,(x)=sinx—In +C, si

e
8271

Cy(x)= -cosx+C,. Solutia generala a ecuatiei neomogene data va fi:

)
8274

11. Sa se rezolve sistemul de ecuatii diferentiale:

y=C,cosx+C,sinx—cosx In

X'==3x—-y
: s X=X(1) ,y=y(1).
y=Xx-y

Solutie: Sin ecuatia a doua x = y' + y, x' = y"+ y". Inlocuind in
prima ecuatie obtinem y” + 4y’ + 4y = 0. Ecuatia caracteristicd r* + 4r
+4= 0 are radacinile r;= r,= -2. Solutia generala este x(t) = (C;+C,-
Cot)e™ si ¥(t) = (C; + Cat) ™.

12. Sa se integreze sistemul simetric de ecuatii diferentiale:

dx, dx, dx,

X3 =Xy X TXy X T X

Solutie:
Sistemul dat poate fi scris sub forma:

dx, dx, dx,  dx,+dx,+dx; xdx, + x,dx, + xdx,

X;—X, X, —X; X,—X 0 0

De aici rezultd ca d(x;+x>+x3) = 0 si x;dx;+ xdx, + x3dx;= 0.
Solutia generala va fi formata din douad integrale prime: x;+x,+x; = C; si
X +x +x; =C,.

13. Sa se integreze ecuatia diferentiala cu derivate partiale de

ordinul intai liniare:

\/x—la_u+\/za_u+ xSa—u:O, u =X, — X,
ox, ox,

ax3 x3 =1

. . ... d d d. .
Solutie: Sistemul caracteristic N o o5 e integralele
VX ,1x2 A X3

prime distincte: \/x, —\/x, =C, si \/x, —\/x, =C,.
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Solutia generala a ecuatiei este:
u=B(x = x, o = x)
Pentru x;=1 obtinem \/x_l—I:CI, \/Z—lz C,, de unde x; = (]+C1)2,
x;= (1+C,)°. Cu ajutorul conditiei Cauchy obtinem u = (1+C;)* — (1-C,)’.
Inlocuind pe C; si C, gasim solutia ecuatiei date:
w=(1+x —/x, P =(1+x, = /x, 2.

14. Sa se integreze ecuatia diferentiald cu derivate partiale

cvasiliniara:

Ju Ju
2XU— 42X U— = U -x>-x2, u
1 a 2 a 1 2
Xy Xy
Solutie: Sistemul caracteristic este:

dx, dx, du

2xu 2xu  u—x, —Xx;
Din primele douad ecuatii gasim urmadtoarea integrald prima:
dx,  2udu

X _

X . . . .
L=C,. Scriem sistemul caracteristic sub forma: —
X, X, U —Xx —x

X,
Alegand combinatia integrabild 2x; 2x, [ sistemul de mai sus

poate fi scris astfel:
2x,dx,  2x,dx,  2udu

_ 2x,dx; + 2x,dx, + 2u du

2 2 T2 2 2 2 2 2
2x; 2x; U —Xx; —Xx X, +Xx5 +u

sau (prima si ultima):
dx, _ d(x} +x; +u’)

2 2 2
X, X, +x;, +u

2 2 2
X et
TR —c,

si integrala prima:
X

Solutia generala a ecuatiei date este:

2 2 2
X X +x,+u
_ 1 1 2
u= @(—, —j
X, X
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. o 2x0 +1
Pentru x,=1, u =X obtinem: x, =C, si ——=
Xy = X,

G,

Inlocuind x; cu C, obtinem intre C; si C; relatia:

2C2+1

C
C, ?

Revenind la valorile Iui C; si C, din cele doua integrale prime
obtinem:

2x) +1 _ x}+x; +u’

X X
de unde solutia generala a ecuatiei cvasiliniare date:
u'=x'—x:+1

Probleme propuse.

Sa se integreze ecuatiile diferentiale:

1L y'+

2 1y:2)c-+-2, y(0)=-3

2
2. y'+gy =x’
X

3. ydx + (2\/5—)0 dy

4. 2x°y'=4xy—-y°, y(1)=1

_ 3x—4y+7

C4x—-5y+11

6. (3x+3y-1)dx+(x+y+1)dy=0
7. xy+y=—x"y% y(1)=1

5y

4 2
8. y'+y2+—y+—2:0, Yy, =2
x° X x

9. y= xy'+l’
y

10. y=(1+y" )x+y”

1L a) y'+2y+y=0, y(0)=0, y'(0)=1
b) y —y'+y=y=0
c) Y +2yY +3y"42y'+y =0
d) y*'+y"=0
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12. a)y"—y'=2y=2x+3
b))y =y =x y(1)=1y(1)=0y(1)=~1
c)y"' =Ty +6y=sinx+3cosx
d)y"—2y'+2y=2e" cosx
e)y'* =16y =6e* +e™ +3cos2x +2sin3x

13. a) x*y" —xy'+y=2x y(1)=0, y'(1)=1
b)x'y 32y +xy' =y =x y(1)=y(1)=y"(1)=0

1
COS X

14. a)y''-y=
" ' 1 X
b)y"'-2y+y=—e

x

x'==2x—y+sint
15. a) x=x(1),y= y1)

y' =4x+2y+cost’

xX'=ytz _ _ _
Py =2+, xO—X(t), y(;y(t), Z_()Z(t)o'
oxay M(0)=13(0)=1 5(0)=
16. 2) dx, _ dx, _ dx,
X (0 —x3) X005 —x)  X5(x - Xx,)
dx dx dx
b) 2 21 2 = : = :
X, =X, —Xx;  2xx, 2xx4
0 dx, dx, dx,
X Xy Xy =X+ x5 +x]
ou ou ou
17, x(x, —x; )=—+ x(x; — x; ) =— + x5(x, —x, )— =0
ox, ox, 3
d d
18. a)xl—u—xz—u:u, u =x;
X, ox, X, =X,
b) xlua—u+x2u—u=—x1x2, u =X,
X, X, Xy =2




